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1. Statystyki egzaminu

W naszym okregu do obowiazkowego egzaminu maturalnego z matematyki, ktory przepro-
wadzono w dniu 5 maja 2010 roku, o godzinie 9.00, przystapito, po raz pierwszy, 31779 absol-
wentow szkol ponadgimnazjalnych (Tabela 1.). O godzinie 14.00, tego samego dnia, 4957 zdaja-
cych (t.j. 15,6% zdajacych egzamin obowiazkowy) rozwiagzywalo zadania z matematyki wybranej
jako przedmiot dodatkowy (poziom rozszerzony egzaminu).

Sposréd 31779 zdajacych w naszym okregu obowigzkowy egzamin maturalny, 27341 zdaja-
cych uzyskato co najmniej 30% punktow z arkusza. Zatem w naszym okregu zdawalno$¢ egza-
minu z matematyki jest rtéwna 86% (Tabela 2.). Zdawalno$¢ egzaminu byla o 0,8 punktu procen-
towego wyzsza w wojewodztwie opolskim (86,6%) niz zdawalno§¢ w wojewoddztwie dolnoslaskim
(85,8%). Zdawalnos¢ zalezala od typu szkoly i w naszym okregu bylta najwyzsza w liceach ogol-
noksztalcacych 93,6%. Przy tym, przykladowo, zdawalno$¢ liceach ogolnoksztatcacych z woje-
wodztwa opolskiego byla wyzsza o 1,5 punktu procentowego w poréwnaniu ze zdawalnoscia
w liceach ogélnoksztatcacych z Dolnego Slaska (94,7% wobec 93,2%).

Tabela 1. Liczby uczniéw na egzaminie maturalnym z matematyki (przystepujacy po raz pierwszy, stan 30 czerwca)

Liczba zdajacych
Zdajacy 9b0w1aczkowo 4 dodatkowo RAZEM
poziom podstawowy poziom rozszerzony
OKE Wroclaw
LO 20268 4634 24902
LP 2134 55 2189
T 8216 267 8483
LU 957 1 958
TU 204 - 204
RAZEM 31779 4957 36736
Wojewddztwo dolnosiaskie
LO 15185 3666 18851
LP 1550 48 1598
T 5237 184 5421
LU 692 1 693
TU 121 - 121
RAZEM 22785 3899 26684
Wojewddznwo opolskie
LO 5083 968 6051
LP 584 7 591
T 2979 83 3062
LU 265 - 265
TU 83 - 83
RAZEM 8994 1058 10052
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Tabela 2. Zdawalno$¢ egzaminu maturalnego z matematyki

Dane z powyzszej tabeli przedstawiamy réwniez w formie graficznej (Diagram 1).

100 T - -

Uzyskali co najmniej 30% punktow
. z arkusza na egzaminie obowigzkowym
Zdajacy (pozicigm podstawowy) -
liczba %
OKE Wroclaw
L.O 18963 93,6
LP 1407 65,9
T 6475 78,8
LU 415 43,4
TU 81 39,7
RAZEM 27341 86,0
Wojewddztwo dolnoslaskie
L.O 14150 93,2
P 1039 67,0
T 4052 77,4
LU 280 40,5
TU 35 289
RAZEM 19556 85,8
Wojewddztwo opolskie
LO 4813 94,7
LP 368 63,0
T 2423 81,3
LU 135 50,9
TU 46 55,4
RAZEM 7785 86,6

Zdawalno $¢ egzaminu z matematyki w 2010 r. wg typow szkét
- zdajacy po raz pierwszy (stan na dzie n 30 czerwca)

15185| 5083

LO LP

D dolno slaskie B opolskie

5237 2979

Typ szkoly

Diagram 1. Zdawalno$¢ egzaminu maturalnego z matematyki

Uwaga: u podstawy stupkéw - liczba zdaj  gcych
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W naszym okregu $redni wynik na obowigzkowym egzaminie maturalnym z matematyki wy-
niést 57,7% (Tabela 3.). Najlepiej na egzaminie wypadli absolwenci liceéw ogolnoksztatcacych —
$redni wynik w tej grupie szkot to 65,9%, najstabiej absolwenci liceéw i technikéw uzupelniaja-
cych — $rednie wyniki w tych szkolach to odpowiednio 29,3% i 27,7%. Warto odnotowac, ze
$redni wynik procentowy w trzech typach szkél (poza liceami profilowanymi) jest wyzszy w wo-
jewodztwie opolskim niz w wojewddztwie dolnoslaskim — réznice miedzy $rednimi wynikami sa
réwne 1,3 punktu procentowego w liceach ogolnoksztalcacych, 3,8 punktu procentowego
w technikach, 3,1 punktu procentowego w liceach uzupelniajacych oraz 6,9 punktu procentowe-
go w technikach uzupetniajacych.

Trudniejszy dla maturzystéw okazal si¢ egzamin z matematyki wybieranej jako przedmiot
dodatkowy. Sredni wynik procentowy w okregu jest réwny 46,6%. Maturzyéci z wojewddztwa
opolskiego osiagneli $redni wynik wyzszy o 2 punkty procentowe niz maturzysci z Dolnego Sla-
ska (odpowiednio 48,2% i 46,2%). Srednie wyniki procentowe w naszym okregu zalezaly od typu
szkoly 1 byly najwyzsze w grupie licedw ogdlnoksztalcacych (48,5%). Ponadto, maturzysci z lice-
6w ogolnoksztalcacych na Opolszczyznie uzyskali o 2,9 punktu procentowego lepszy wynik
$redni niz ich réwiesnicy z Dolnego Slaska (odpowiednio 50,8% i 47,9%).

Dane z Tabeli 3. przedstawiono takze w postaci graficznej (zob. Diagramy 2.1 3.).

Tabela 3. Srednie wyniki procentowe zdajacych egzamin maturalny z matematyki

Sredni wynik procentowy
Zdajacy Obowiazkowy Dodatkowy
(poziom podstawowy) (poziom rozszerzony)
OKE Wroctaw
LO 65,9 48,5
LP 38,9 21,3
T 46,5 19,6
LU 29,3 6,0
TU 27,7 -
RAZEM 57,7 46,6
Wojewddztwo dolnoslaskie
LO 65,6 479
LP 39,5 22,0
T 45,1 19,0
LU 28,5 6,0
TU 24,9 -
RAZEM 57,8 46,2
Wojewddztwo opolskie
LO 66,9 50,8
LP 37,3 16,9
T 48,9 20,9
LU 31,6 -
TU 31,8 -
RAZEM 57,6 48,2
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Sredni wynik procentowy z egzaminu z matematyki w 2010 r. wg typéw szkét
- poziom podstawowy (zdaj acy po raz pierwszy, stan na dzie n 30 czerwca)

I ———————————A A P -_
90

I .t

15185 5083 584 5237 | 2979 22785 8994
LO LP T LU TU RAZEM
. . . Typ szkoty
Odolno $laskie B opolskie Uwaga: u podstawy stupkéw podano liczby zdaj  acych

Diagram 2. Srednie wyniki procentowe egzaminu na poziomie podstawowym

Sredni wynik procentowy z egzaminu z matematyki w 20 10 r. wg typ6w szkét
- poziom rozszerzony (zdaj acy po raz pierwszy, stan na dzie n 30 czerwca)

100 +
Q0 mm oo oo oo
80— mm oo oo oo oo oo

D0 —m oo

3899 1058
LO LP T LU TU RAZEM
Typ szkoty
Odolno slaskie M opolskie Uwaga: u podstawy stupkéw podano liczby zdaj  acych

Diagram 3. Srednie wyniki procentowe egzaminu na poziomie rozszerzonym (matematyka wybierana jako przedmiot
dodatkowy)
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2. Opis arkuszy egzaminacyjnych

Poziom podstawowy

Opis arkusza standardowego

Zestaw skladal si¢ z 34 zadan, w tym 25 zamknietych (zdajacy wybieral odpowiedz sposrod

czterech propozycji) oraz 9 zadan otwartych (rozwigzanie i odpowiedz zdajacy musial samodziel-

nie zapisac).

Za kazde poprawnie rozwiazane zadanie zamknicte zdajacy uzyskiwal 1 punkt, natomiast

wérdd zadan otwartych bylo szed¢ zadan dwupunktowych, dwa zadania czteropunktowe 1 jedno
zadanie pigciopunktowe.
Zadania sprawdzaly umiejetnosci opisane we wszystkich pieciu obszarach standardow wy-
magan egzaminacyjnych. Lista umiejetnosci sprawdzonych 34 zadaniami z arkusza na poziomie

podstawowym wraz z odniesieniem do standardow wymagan egzaminacyjnych i do podstawy
programowej matematyki jest zawarta w kartotece arkusza (Tabela 4). W trzeciej kolumnie karto-

teki zastosowano skrétowe oznaczenia obszaréw standardow, mianowicie:

obszar I — wykorzystanie i tworzenie informacji — skrét INF,

obszar II — wykorzystanie 1 interpretowanie reprezentaciji — skrét REP,

obszar III — modelowanie matematyczne — skrot MOD,

obszar IV — uzycie i1 tworzenie strategii — skrét STR,

obszar V — rozumowanie i argumentacja — skrét ROZ.

Tabela 4. Kartoteka arkusza egzaminacyjnego, matematyka, poziom podstawowy

<
g
g |p . > ] . -
g adana umiejetnosé StandarFl wymagan Numer tresci Typ. Punktacia
N egzaminacyjnych ze standardu zadania
Z. | Zdajacy:
stosuje interpretacje geometryczng wartosci
1 bezwgledney 1 (INF), II (REP) 16 77 1 pkt
2 | wykonuje obliczenia procentowe III MOD) 1) d) 77 1 pkt
3 | stosuje definicje¢ potegi o wyktadniku zero I (INF) g 77 1 pkt
4 | oblicza sume logarytmow II (REP), IV (STR) 1) h) 77 1 pkt
5 | dodaje wielomiany I (INF) 2)¢) 77 1 pkt
rozwiazuje proste rownanie wymierne prowa-
6 dzace do réwnania liniowego 1(INE), If REF) 39 22 1 pkt
7 spr’aw.dz?, czy’h.czba nalezy dp zbioru rozwia- I (INF), IT (REP) 3) 2) 77 1 pke
zaf nieréwnosci kwadratowej
3 oc.ic.zytu]e Wspolrz;dne werzcholka paraboli I (INF), IT (REP) 4 b 77 1 pke
z jej postaci kanonicznej
wykorzystuje interpretacje wspolczynnikéw
? we wzorze funkcji liniowej 1T REP) kL 22 1 pke
10 | odczytuje wlasnosci funkcji z jej wykresu II (REP) 4) b) 77 1 pkt
11 | wyznacza wyraz ciagu arytmetycznego I (INF), IT (REP) 5) a) 77 1 pkt
12 | oblicza iloraz ciagu geometrycznego I (INF), IT (REP) 5) a) 77 1 pkt
13 | oblicza liczbe przekatnych wielokata I INF), IT (REP) 7) ©) 77 1 pkt
stosuje zwigzki miedzy funkcjami trygonome-
14 | trycznymi kata ostrego do obliczenia wartosci II (REP) 6) ©) 77 1 pkt

wyrazenia
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15 \ib(l)ll((:f:g dtugosé boku kwadratu wpisanego 1 (INF), 11 (REP) 79 7 1 pk
oblicza wysoko$¢ tréjkata réwnoramiennego

16 stosujac twierdzenie Pitagorasa 1(NE), If REF) 9 22 1 pke
wykorzystuje wlasnosci figur podobnych

17 do obliczenia dlugosci odcinka 1 (INE), I (REP) b = L pkt

18 | oblicza miare kata srodkowego I (INF) 7) a) 77 1 pkt

19 | oblicza pole podanej figury II (REP) 7) ©) 77 1 pkt
wskazuje wspétezynnik kierunkowy prostej

20 réwnoleglej do danej proste;j 1(NE), If REF) §9 22 1 pke

21 szazu]e réwnanie okregu o podanym promie- I (INF), I (REP) 8) o) 77 1 pk

2 S;);lzcnzlae odlegto$¢ dwoch punktéw na plasz- 1 (REP) 8) o) 77 1 pke

23 | oblicza pole powierzchni wielo§cianu I (INF) 9 b) 77 1 pkt

24 | oblicza liczbe krawedzi wielo$cianu I (INF) 9) b) 77 1 pkt

25 | oblicza $rednig arytmetyczng I (INF) 10) a) 77 1 pkt

26 | rozwigzuje nieréwnos¢ kwadratows II (REP) 3)a) KO 2 pkt
rozwigzuje rownanie wielomianowe metoda

27 rozkla du]na coynniki I INF), II (REP) 3)d) KO 2 pkt

28 | przeprowadza dowdd geometryczny V (ROZ) 7) b) KO 2 pkt
oblicza wartos§¢ funkcji trygonometrycznej kata

29 | ostrego znajac wartos¢ innej funkcji trygono- II (REP), IV (STR) 6) d) KO 2 pkt
metrycznej tego kata

30 E:eprowadza dowdd nieréwnosci algebraicz- V ROZ) 2 f) KO 2 pke
oblicza obwdd figury wykorzystujac zwiazki

31 | miarowe w trjkacie prostokatnym I (INF), IT REP) 7) ©) KO 2 pkt
i rtownobocznym

32 | oblicza objetos¢ wieloscianu IV (STR) 9 b) RO 4 pkt
oblicza prawdopodobienstwo zdarzenia stosu-

33 jac klasyczna definicj¢ prawdopodobienstwa I MOD) 10) d) RO 4 pe
rozwigzuje zadanie, umieszczone

34 | w kontekscie praktycznym, prowadzace III (MOD) 3)b) RO 5 pkt

do réwnania kwadratowego

Najwiecej punktéw za zadania z tego arkusza (58%), maturzysSci mogli uzyskac za zaprezen-

towanie umiejetnosci opisanych I 1 II obszarem standardéw wymagan egzaminacyjnych (wyko-

rzystanie i tworzenie informacji oraz wykorzystanie i interpretowanie reprezentacji). 20% punk-

tow mogli uzyska¢ za wykazanie sie umiejetnoScia modelowania matematyczneco (III obszar
g Yy wy ] g

standardéw), 14% punktoéw za zaprezentowanie umiejetnosci uzycia strategii (IV obszar standar-

dow) 1 wreszcie 8% punktéw za wykazanie si¢ umiejetnoscia przeprowadzenia rozumowan

1 argumentacji (obszar V standardéw). Zauwazmy ponadto, ze 44% punktéw za zadania z tego

arkusza dotyczylo geometrii oraz trygonometrii.
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Poziom rozszerzony

Opis arkusza standardowego

Zestaw skladal si¢ z 11 zadan otwartych o zréznicowanej punktacji. Wéréd nich byto 6 za-
dan czteropunktowych, 4 zadania pi¢ciopunktowe i jedno zadanie szesciopunktowe.

Zadania sprawdzaly umiejetno$ci opisane w trzech obszarach standardéw wymagan egzami-
nacyjnych (modelowania matematycznego, uzycia i tworzenia strategii oraz rozumowania i argu-
mentacji). Kartoteka arkusza (Tabela 5.) zawiera liste umiejetnosci sprawdzonych 11 zadaniami
z arkusza na poziomie rozszerzonym wraz z odniesieniem do standardéw wymagan egzaminacyj-
nych i do podstawy programowej matematyki.

Tabela 5. Kartoteka arkusza egzaminacyjnego, matematyka, poziom rozszerzony

<

g

& | Badana umiejgtnosé Standard wymagari | Numer tresci Typ Punktaci

§ egzaminacyjnych ze standardu zadania unktaga

Z | Zdajacy:

1 | rozwiazuje nieréwnos¢ z wartoscia bezwzgledna | II (REP), IV (STR) 3)e)R RO 4 pkt

2 | rozwigzuje réwnanie trygonometryczne IV (STR) 6) eR RO 4 pkt
rozwigzuje zadanie w kontekscie praktycznym III MOD),

3 prowadzace do badania funkcji kwadratowej IV (STR) H) RO 4 pke

4 | stosuje twierdzenie o reszcie z dzielenia wielo- IV (STR) 2) bR RO 4 pk
mianu przez dwumian

5 erorzyrstu]e wlasnosci ciagu arytmetycznego i 11T (MOD) 5) RO 5 pkt
ciagu geometrycznego do rozwiazania zadania

6 przeprowadza dyskusje¢ dotyczaca rozwiazan IV (STR) 3) bR RO 5 okt
réwnania kwadratowego z parametrem p

7 | rozwigzuje zadanie z geometrii analitycznej IV (STR) 8 R RO 6 pkt

8 | przeprowadza dowdd algebraiczny V (ROZ) 4 RO 5 pkt

9 | przeprowadza dowdd geometryczny V (ROZ) 7) ©) RO 4 pkt
oblicza prawdopodobienistwo z wykorzystaniem 11T (MOD),

10 klasycznej definicji prawdopodobiefistwa IV (STR) 1R RO 4 pke

11 | Wyznacza ob~]‘@tosc wieloécianu z wykorzystaniem IV (STR) 9 b) RO 5 pkt
trygonomettii

Nalezy zwroci¢ uwage, ze 18% punktéw maturzysci mogli uzyskac za wykazanie si¢ umiejet-
noscia modelowania matematycznego, 64% punktéw za zaprezentowanie umiej¢tnosci uzycia
strategii 1 18% punktéw za wykazanie si¢ umiejetnosciq prowadzenia rozumowan. Podobnie jak
w arkuszu dla poziomu podstawowego, maturzysci najwigcej punktow mogli uzyskaé za zadania
z geometrii i trygonometrii (38% punktow).

3. Wskazniki fatwosci arkuszy i zadan egzaminacyjnych

Poziom podstawowy

(Srednia) latwo$é arkusza egzaminacyjnego jest okreslona przez sredni wynik procentowy
uzyskany przez zdajacych. W naszym okregu $redni wynik procentowy uzyskany przez zdajacych
na obowigzkowym egzaminie maturalnym z matematyki jest rowny 57,7%, a to oznacza, ze ar-
kusz byt umiarkowanie trudny (por. klasyfikacja B. Niemierki). Odchylenie standardowe od $red-
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niego wyniku punktowego jest réwne 6,3 punktu i oznacza, ze okolo 37% zdajacych uzyskalo

wyniki z przedziatu (22, 35) punktéw. Mediana wynikéw ma wartosé 29 punktéw.

Kolejne tabele, wykresy i diagramy sg odniesione do wynikéw wszystkich zdajacych w maju
oraz czerwcu (termin dodatkowy), ktérych w naszym okregu bylo 32 342 (31 779 zdajacych po
raz pierwszy oraz 563 zdajacych z lat ubieglych). Doda¢ trzeba, ze w ponizszych analizach nie
uwzgledniono wynikéw 12 maturzystow — laureatéw i finalistéw olimpiady matematycznej, kto-
rym zgodnie z prawem przystuguje najwyzszy wynik na maturze. Nie uwzgledniono takze wyni-
kow 57 zdajacych, ktorym arkusz egzaminacyjny z matematyki uniewazniono. Diagram 4. ilustru-
je rozklad wynikéw punktowych uzyskanych przez zdajacych. Optymizmem napawa ksztalt wy-
kresu. Ponadto, cieszy fakt, ze 390 zdajacych uzyskalo wynik maksymalny, 50 punktéw z arkusza
(1,2% wszystkich zdajacych). Na drugim biegunie jest 4417 zdajacych, ktorzy nie zdotali pokonac
progu zdania egzaminu okreslonego na 30% punktéow z arkusza, czyli 15 punktow. W szczegdl-
nosci, 3 maturzystéw nie zdobylo nawet jednego punktu.

Z diagramu 5. dos¢ latwo widaé, ze maturzysci z licebw ogdlnoksztalcacych (ich bylo naj-
wiecej) czesciej niz pozostali zdajacy uzyskiwali wyzsze wyniki. W szczegolnosci na 390 wynikow
maksymalnych tylko 3 uzyskali zdajacy z liceéw profilowanych, 2 z technikéw czteroletnich, po-
zostale sq dzietem absolwentéw licedw ogolnoksztatcacych.

Rozktad wynikéw punktowych - matematyka 2010 - pozi  om podstawowy
(N =32 342)

1000

900 1 - === === -m - - oo — oo I T e e L L R
00 f------------------o—--o- smm L R R sttm e -
700 f- -] L PR A E PR ER PR - -
600 1 -----------------— P E PR BRI - - -

500 1 -------------1 mH EHEH EHEH EEH R EHCE EH LR R L EER - -

400 +---------- S EHEH R B EH R EHE B R EHEE R FH 540

300 +--------

Liczebno $¢€ grupy zdaj acych
]

200 4 -------

100 +----

0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50

Liczba punktéw

Diagram 4. Rozklad wynikéw punktowych
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Procentowy rozktad wynikéw pisemnego egzaminu matur alnego ze wzgl edu na typy
szkét - matematyka 2010 - poziom podstawowy

IN

N

Procent zdaj acych
w

Liczba punktéw

——LO (20505 0s6b) —LP (2275 0s6b) —T (8369 0s6b)

Diagram 5. Procentowy rozktad wynikéw egzaminu ze wzgledu na typy szkot

W ponizszej dwuczesciowej tabeli 6., zestawiono wskazniki tatwosci oraz opuszczenia w 25
zadaniach zamknictych. Przypomnie¢ nalezy, ze zadania zamknigte zostaly przygotowane
w dwoch wersjach, réznigeych sie tylko inng kolejnoscia dystraktorow. Co ciekawe, zmiana
kolejnosci dystraktorow nie spowodowala zadnej zmiany wskaznika tatwosci w 12 zadaniach,

zmiany tego wskaznika wystapily natomiast w pozostatych 13 zadaniach.

Tabela 6. Wskaznik latwosci oraz opuszczenia w zadaniach zamknietych

(wersja A — 16271 oséb, wersja B — 16071 osob)

Numer zadania 1. 2. 3. 4, 5. 6. 7. .
. | Wersja A | 16 5 8 11 5 33 32 18 23 63 8 23 20
Opuszczenia -

WersjaB| 8 3 7 13 11 26 21 19 17 63 6 25 28

Wskaznik Wersja A | 0,64 | 0,74 | 0,94 | 0,69 | 0,91 | 0,80 | 0,87 | 0,66 | 0,76 | 0,69 | 0,86 | 0,77 | 0,49

latwosci ]
sadania Wersja B | 0,63 | 0,73 | 0,94 | 0,69 | 0,89 | 0,81 | 0,89 | 0,66 | 0,74 | 0,69 | 0,86 | 0,77 | 0,50
Numer zadania 14. 15. 16. 17. 18. 19. 20. 21. 22. 23. 24, 25.

. | Wersja A | 75 14 15 21 9 |106 40 46 67 14 24 9
Opuszczenia -
Wersja B | 71 19 17 18 7 82 22 27 86 13 23 8

Wskaznik | Wersia A | 0,71 | 0,63 | 0,86 | 0,50 | 0,90 | 0,55 | 0,73 | 0,81 | 0,64 | 0.81 | 0,69 | 0,93
latwosct
anvose Wersia B | 0,73 | 0,64 | 0,85 | 0,50 | 0,91 | 0,55 | 0,73 | 0,84 | 0,63 | 0,81 | 0,69 | 0,03

zadania

Najtrudniejszym zadaniem dla zdajacych okazalo si¢ zadanie 17., wymagajace obliczenia dtu-
gosdci odcinka z zastosowaniem podobiefistwa tréjkatow, czy moze po prostu zastosowania
twierdzenia Talesa. Najlatwiejsze bylo zadanie 3. sprawdzajace znajomo$¢ potegi o wykladniku
zero. Najwigksza zmiana wskaznika latwosci zaszla w zadaniu 21. i réwna si¢ az 3 punktom pro-
centowym. Zadanie polegajace na rozpoznaniu rownania okregu o promieniu 6 okazalo si¢ nie-
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spodziewanie latwiejsze w wersji B. Niewielka jest natomiast liczba opuszczen zadan zamknigtych
— najwigcej odnotowano ich w zadaniu 19. (lacznie, w obu wersjach bylo ich 188, czyli ok. 0,6%).

W kolejnych dwoch diagramach (6. 1 7.) zamieszczono rozklad odpowiedzi w zadaniach za-
mkni¢tych w obu wersjach. Wynika z nich, Zze najczesciej wybierana odpowiedzia byt werstraktor
— czyli poprawna odpowiedz.

W wersji A testu, w zadaniach 4., 13., 17. oraz 19., , zaskakujaco czg¢sto byly wybierane od-
powiedzi niepoprawne (odpowiednio 23,8%, 20,3%, 34,5% i 21,9%).

W zadaniu 4. niemal co czwartego zdajacego przyciagneta ,,bardzo atrakcyjna” odpowiedz:
,10” na pytanie: ile to jest l0g,8+10g, 2. Duzo rzadziej byly wybierane odpowiedzi: 1 oraz
log, 6.

W zadaniu 13. niepoprawna odpowiedz ,,7” na pytanie o liczbe przekatnych siedmiokata fo-
remnego byla atrakcyjna dla co piatego zdajacego.

W zadaniu 17. co trzeci zdajacy ulegt magii odpowiedzi niepoprawnej ,,B”. Pewnie pospiech
spowodowal brak refleksji nad blednym rozumowaniem stosowanym w zwiazku z twierdzeniem

Talesa: zamiast poprawnej proporcji |CD| :@, w brudnopisach pojawiala si¢ bledna
DE| [CA

|CD|_|CD|'td bor blednej odpowiedzi ,,B” — 3 iast i ,A” — 2. Z kolei

— = i stad wybor blednej odpowiedzi ,,B” — 3, zamiast poprawnej ,,A” — 2. olei

DE|  |DA

w zadaniu 19., zdajacy w poszukiwaniu odpowiedzi na pytanie o pole zacieniowanego trojkata,

1 .
stosowali wzor P, = 5 ADEIng i zapominali pewnie pomnozy¢ iloczyn polowy dtugosci bo-

1 .
kéw trojkata przez > =sin30°, stad zamiast 1600CM? otrzymywali 3200 cm”.

Wybér dystraktoréw w zadaniach zamkni  etych - wersja A testu
matematyka 2010 - poziom podstawowy (N = 16271)

100% T

80% 1

60% 1

40%

Procent wyboru odpowiedzi

20% 1

0% -
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25

\ O poprawne OA OB ac [=]»)

Diagram 6. Wybor dystraktorow — wersja A
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Wyb6r dystraktoréw w zadaniach zamkni  etych - wersja B testu
matematyka 2010 - poziom podstawowy (N = 16 071)

100% r6®

80% -

60% -

40%

Procent wyboru odpowiedzi

20% 1

0% -
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25
Numer zadania w arkuszu

‘ O poprawne OA 0B ac oD

Diagram 7. Wybér dystraktorow — wersja B

W wersji B testu sytuacja powtarza si¢ w odniesieniu do zadan 4. 17.1 19. Natomiast w za-
daniu 13. oprécz niepoprawnej odpowiedzi ,,7” jako liczby przekatnych siedmiokata pojawia si¢
niemal tak samo czesto bledna odpowiedz ,,28”. Zdajacy zapominali podzieli¢ przez 2 iloczyn

n(n-3)

74 — by¢ moze nie pamigtali poprawnej postaci wzoru , ale co by¢ moze wazniejsze,

zaufali swej pamicci, zamiast po prostu narysowa¢ w brudnopisie siedmiokat z przekatnymi i po-
liczy¢ je.

Diagram 8. ilustruje rozklad wynikéw uzyskanych przez zdajacych z poszczegdlnych typow
szko6t w 25 zadaniach zamknietych. Wielokrotnie liczniejsza jest grupa absolwentow licedw ogdl-
noksztalcacych, w poréwnaniu z grupa absolwentéow liceow profilowanych czy technikow,
osiagajacych bardzo wysokie wyniki. W szczegdlnosci, maksymalna liczbe, 25 punktéw za zada-
nia zamknigte uzyskato 2555 absolwentéw LO, 171 absolwentéw technikow oraz 19 absolwen-
téw LP.

I jeszcze jedno poréwnanie wynikéw zdajacych z trzech typoéw szkol, tym razem w odniesie-
niu do zadan otwartych (Diagram 9.). Zaleznos§¢ opisana powyzej, w odniesieniu do wynikow
wysokich, nie jest co prawda tak silna, dalej jednak jest dos¢ wyraznie zauwazalne, Ze maturzysci
z LO czg¢sciej niz pozostali zdotali uzyska¢ wyniki wysokie 1 bardzo wysokie.

W szczegolnosci maksymalng liczbe 25 punktéw za zadania otwarte uzyskalo 531 maturzy-
stow z LO, 5 absolwentéw technikéw i 3 absolwentéw LP. Na drugim biegunie znajduje si¢ licz-
na grupa maturzystow, ktorzy nie zdolali uzyska¢ nawet jednego punktu. Wsréd nich jest 1122
absolwentéw technikéw, 960 absolwentow LO i 453 absolwentow LP.
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Procentowy rozktad wynikow pisemnego egzaminu matur alnego 2010
matematyka - poziom podstawowy (zadania zamkni  ete)

16

Procent zdaj acych

O L T T T T 1
0 5 10 15 20 25
Liczba punktéw w arkuszu
= LO (20505 os6b) LP (2275 osbb) —T (8369 0s6b)

Diagram 8. Zadania zamknicte w trzech typach szké! — procentowy rozklad wynikéw

Procentowy rozktad wynikow pisemnego egzaminu matur alnego 2010

matematyka - poziom podstawowy (zadania otwarte, nr ~ : 26-34)
25

20 +

Procent zdaj acych

Liczba punktéw w arkuszu

= L0 (20505 o0s6b) LP (2275 osob) — T (8369 o0s6b)

Diagram 9. Zadania otwarte w trzech typach szkét — procentowy rozklad wynikéw
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Sposrod dziewigciu zadan otwartych w arkuszu dla poziomu podstawowego tylko trzy okaza-
ly si¢ umiarkowanie trudne dla zdajacych: zadanie 206., zadanie 27. i zadanie 29. Cztery zadania:
31, 32., 33.1 34. byly trudne, za$ dwa zadania bardzo trudne: 28. 1 30 (Diagram 10.).

Wskazniki tatwo $ci zadan otwartych - matematyka 2010 - poziom podstawowy
1,00
0,90 1
080 - — == ——mmm et mm e m
070 — == ——mmm e m e m
0,60 +
0,50 +

0,40 ~

Wskaznik tatwo $ci zadania

0,30 ~

0,20 ~

0,10

0,00 -

26 27 28 29 30 31 32 33 34
Numer zadania w arkuszu

Diagram 10. Wskazniki fatwosci zadan otwartych

Podobnie jak na probnym egzaminie maturalnym przeprowadzonym w listopadzie 2009 ro-
ku, najtrudniejszymi zadaniami dla zdajacych byly te, ktére sprawdzaly umiejetnos¢ przeprowa-
dzenia dowodu (zadanie 28. — dowod geometryczny, zadanie 30. — dowdd algebraiczny). Jak wi-
da¢ ponizej (Tabela 7.), trzy najtrudniejsze zadania w arkuszu byly jednoczesnie najczesciej
opuszczanymi zadaniami w tym arkuszu (zadania: 28., 30. 1 33.).

Tabela 7. Frakcje opuszczen zadan otwartych w arkuszu dla poziomu podstawowego

Nr zadania
w arkuszu

Opuszczenia 5,5% 6,5% 31% | 12,6% | 202% | 7.4% 91% | 211% | 13,9%

26. 27. 28. 29. 30. 31. 32. 33. 34.

Warto przypomnied, ze arkuszu z probnej matury nie bylo — z racji terminu - zadania z ra-
chunku prawdopodobienistwa. Teraz trzeba ze smutkiem skonstatowac, ze co piaty maturzysta
nie podjal nawet proby rozwiazania zadania, w ktérym doswiadczenie losowe polega na dwu-
krotnym rzucie kostka do gry (zadanie 33.). Tabela 8. zawiera z kolei rozklady punktéw zdoby-
wanych kolejno we wszystkich zadaniach otwartych.
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Tabela 8. Zadania otwarte — procentowy rozklad poszczegdlnych punktéw

Nr zadania w arkuszu
Uzyskane punkty
26. 27. 28. 29. 30. 31. 32. 33, 34,
0 pkt 29,4% | 32,6% | 89,4% | 38,1% | 77,7% | 48,1% | 34,4% | 49,5% | 36,9%
1 pkt 26,2% 15% | 64% | 61% | 13,3% 13% | 229% | 234% | 7.2%
2 pkt 44,4% | 52,4% 42% | 55,9% 9% 39% 1,4% 21% | 15,9%
3 pkt 4.2% 4,4% 8,4%
4 pkt 37% | 20,7% 51%
5 pkt 26,4%

Warto zwréci¢ uwage na to, ze w czterech zadaniach: 26. (nieréwno$¢ kwadratowa), 27.
(réwnanie stopnia trzeciego), 29. (trygonometria) i 32. (objetos$¢ ostrostupa) najliczniejsze sa gru-
py maturzystow, ktérzy potrafia swoje rozwigzania doprowadzi¢ poprawnie do konca (odpo-
wiednio 44,4%, 52,4%, 55,9% i 37% zdajacych).

W pozostalych pieciu zadaniach najliczniejsze sa grupy zdajacych, ktérzy za swoje zadanie
nie potrafili uzyska¢ chocby jednego punktu. Wrazenie najwicksze wywierajq liczebnosci grup
zdajacych, ktérzy nie zdobyli zadnego punktu w zadaniach 28. 1 30. (89,4% 1 77,7%). Zadzialala
nie tylko magia polecenia ,,wykaz”, bo przeciez opuszczen w tych zadaniach bylo odpowiednio
31% 1 20,2%. Cze¢sciej bylo tak, ze to zdajacy popetniali powazne bledy w dowodach. Taka sytu-
acja ma miejsce na przyklad w zadaniu 31., w ktérym jest 48,1% ,,zer”. A jest to przeciez gimna-
zjalny problem z geometrii plaskiej, w ktérym bariera nie do przeskoczenia dla wielu zdajacych
okazalo si¢ wyciagniecie poprawnego wniosku co do podziatu trapezu na tréjkat réwnoboczny
1 prostokatny — zdajacy nader czesto rysowali tréojkat réwnoboczny i trojkat prostokatny rowno-
ramienny (!).

W zadaniu 33. sytuacja jest podobna. 49,5% zdajacych nie potrafi poprawnie rozpoczaé za-
dania z rachunku prawdopodobienistwa, w ktorym jest rozwazany dwukrotny rzut kostka do gry.
Tylko co piaty maturzysta zdobyl w tym zadaniu komplet punktéw — czyzby to oznaczalo, ze
tylko niewiele ponad polowe maturzystow opanowalo umiejetno$¢ obliczenia prawdopodobien-
stwa zdarzenia losowego w bardzo typowym doswiadczeniu losowym — zwréémy takze uwage na
liczebnosci grup oséb, ktore uzyskaly 2 lub 3 punkty w tym zadaniu: 2,1% oraz 4,4%.

I jeszcze trzy diagramy na zakonczenie tej czesci.

Diagram 11. zawiera wskazniki fatwosci wszystkich zadan w arkuszu dla poziomu podsta-
wowego, obliczone z podziatem na trzy typy szkol: licea ogélnoksztalcace, licea profilowane oraz
technika. W mocy pozostaja wczesniejsze spostrzezenia, co do wyzszej skutecznosci zdajacych
z licebw ogolnoksztalcacych. Réznice miedzy wskaznikami tatwosci siegaja od kilku (na przyklad
w zadaniu 13.) do kilkudziesi¢ciu punktéw procentowych (na przyklad w zadaniu 31.)

Interesujace moga by¢ kolejne dwa diagramy: 12. 1 13. Tlustrujg bowiem zalezno$¢ $redniego
wyniku zdajacych osiagnictego w zadaniach zamknietych (Diagram 12.) od wyniku tych zdajacych
w zadaniach otwartych i na odwrét (Diagram 13.). Ksztalty linii trendu r6znig si¢ wypuktoscia, co
ilustruje sit¢ tych zaleznosci oraz wyznacza rézne dlugosci odcinkow (wynikow) na osi poziome;
przy wybranym wyniku z osi pionowe;.
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Matematyka 2010 - poziom podstawowy
Wskazniki fatwo $ci zada n wedtug typéw szkot
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Numer zadania w arkuszu

¢ (LO 20505 os6b) W (LP 2275 os6b) (T 8369 0s6b)

Diagram 11. Wskazniki fatwosci zadan

Wyniki egzaminu maturalnego 2010 z matematyki - poz  iom podstawowy
Srednia liczba punktéw za zadania zamkni  ete wedtug liczby punktéw za zadania otwarte

257
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)
0 |
0 | |
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Liczba punktéw za zadania otwarte

=

Srednia liczba pkt za zadania zamkni  ete
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o |
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BLO oLP B TECHNIKA

Diagram 12. Srednia liczba punktéw w zadaniach zamknietych w zaleznosci od liczby punktéw za zadania otwarte
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Wyniki egzaminu maturalnego 2010 z matematyki - pozi  om podstawowy
Srednia liczba pkt za zadania otwarte wg liczby pkt za zadania zamkni ete
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10 A
5- | |
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100 11 12 13 14 15 16 17 18 1
Liczba punktéw za zadania zamkni ete

Srednia liczba pkt za zadania otwarte
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Diagram 13. Srednia liczba punktéw w zadaniach otwartych w zaleznosci od liczby punktéw za zadania zamknicte

Poziom rozszerzony

Zdajacy egzamin maturalny z matematyki wybranej jako przedmiot dodatkowy (poziom roz-
szerzony egzaminu) uzyskali §redni wynik procentowy réwny 46,6%. Tym samym arkusz (por.
klasyfikacj¢ B. Niemierki) dla tego poziomu byl dla maturzystéw trudny. Wplyw na taki wynik ma
oczywiscie stopien trudno$ci kazdego zadania jak réwniez fakt, ze zadania w arkuszu badaly
umiejetnosci opisane w obszarach trzech najwyzszych standardow (MOD, STR, ROZ), zas baza
tresciowq dla nich byly niemal wszystkie dzialy podstawy programowe;.

Odchylenie standardowe od $redniego wyniku punktowego jest tutaj dwukrotnie wigksze niz
w przypadku arkusza z poziomu podstawowego; réwna si¢ 12,57 punktu i oznacza, ze wyniki

punktowe z przedzialu <10, 35> punktow egzaminacyjnych osiagnelo prawie 63%  zdajacych.

Mediana wynikéw ma warto§¢ 22 punktow.

Bezbtedne rozwiazania (zob. diagram 14.) wszystkich 11 zadan z arkusza znaleziono w pra-
cach 21 zdajacych, 15 zdajacych ,,zgubilo” zaledwie jeden punkt w swoich rozwiazaniach. Na
drugim biegunie jest grupa 65 zdajacych, ktoérzy na ten egzamin przyszli pewnie z ciekawosci, bo
nie zdotali uzyska¢ chocby jednego punktu, mimo iz 6 zadad w tym arkuszu to zadania dosc¢ ty-
powe dla tego poziomu egzaminu (zadanie 1. — nieréwno$¢ z warto$cia bezwzgledna, zadanie 2. —
réwnanie trygonometryczne, zadanie 4. — wielomian, zadanie 5. — funkcja kwadratowa z parame-
trem, zadanie 6. — ciagi liczbowe i zadanie 11. — objetos¢ ostrostupa).
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Rozkfad wynikéw punktowych - matematyka 2010 - pozi  om rozszerzony
(N =5398)
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Diagram 14. Poziom rozszerzony egzaminu maturalnego z matematyki — rozkltad wynikéw punktowych

Procentowy rozktad wynikéw egzaminu maturalnego - m atematyka 2010 -
poziom rozszerzony (ze wzgl edu na typy szkét)

Procent zdaj acych
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Liczba punktow w arkuszu

= LO (5001 os6b) = LP (94 oséb) —T (299 osobb)
Diagram 15. Poziom rozszerzony — rozklad wynikéw punktowych w poszczegdlnych typach szkél

Diagram 15. ilustruje rozklad wynikéw tego egzaminu w poszczegdlnych typach szkot po-
nadgimnazjalnych (wykres nie uwzglednia trzech maturzystéw z liceéw uzupelniajacych oraz jed-
nego maturzysty z technikum uzupelniajacego). Niewielka liczebno$¢ grupy zdajacych z licedw
profilowanych oraz technikow czteroletnich, w poréwnaniu z grupa maturzystow z liceow ogol-
noksztatcacych, powoduje, ze liniowe wykresy w kilku miejscach maja wyrazna wlasnos¢ skoku.



64 Egzamin maturalny 2010 na Dolnym Slaskn i Opolszezyznie

Wszystkie maksymalne wyniki na egzaminie sg dzielem maturzystéw z LO, choé¢ 1 w tej grupie sg
zdajacy, ktorzy nie uzyskali zadnego punktu (bylo ich 34, wobec 12 zdajacych z liceéw profilo-
wanych czy tez 17 zdajacych z technikéw). Uwage zwraca symetryczny ksztalt wykresu wynikdw
egzaminu w grupie zdajacych z LO.

W Tabeli 8. zebrano z kolei wskazniki fatwosci zadan z arkusza.

Tabela 8. Poziom rozszerzony — wskazniki tatwosci zadan

Numer zadania w arkuszu
1. 2. 3. 4, 5. 6. 7. 8. 9. 10. 11.

Okreg OKE 0,52 | 0,67 | 029 | 067 | 075 | 054 | 036 | 022|051 | 027 | 0,19

Obszar

woj. dolnoslaskie | 0,52 | 0,66 | 0,28 | 0,66 | 0,74 | 054 | 0,35 | 0,21 | 049 | 0,27 | 0,19

woj. opolskie 0,53 | 0,69 | 0,31 | 0,68 | 0,78 | 0,55 | 0,39 | 0,23 | 0,55 | 0,28 | 0,21

Tylko zadanie 5. (ciagi liczbowe) bylo dla zdajacych w naszym okregu tatwe. Pig¢ zadan: 1.,
2., 4., 6. oraz 9. okazaly si¢ umiarkowanie trudne. Pozostalych pi¢¢ zadan (3., 7., 8., 10. oraz 11.)
byly zadaniami trudnymi. Zaskakujaco niska skutecznos$¢ osiagneli maturzysci w zadaniu 11.
Dos¢ typowe zadanie ze stereometrii — wyznaczenie objetosci prawidtowego ostrostupa trojkat-
nego, przy danym kacie dwusciennym oraz danej dlugosci krawedzi podstawy 1 jedynie 19% zdo-
bytych punktéw. Nawet zadania na dowodzenie (8.1 9.) nie maja tak niskich wskaznikow. Czy
wplyw na wielko$¢ tego wskaznika miat fakt, ze to zadanie bylo ostatnie w arkuszu?

Trzeba ponadto odnotowad, ze maturzysci z wojewddztwa opolskiego w kazdym zadaniu
z tego arkusza byli bardziej skuteczni od maturzystéw z wojewddztwa dolnoslaskiego. Maturzy-
stow z Opolszczyzny bylo co prawda prawie czterokrotnie mniej niz maturzystow z wojewodz-
twa dolnoslaskiego, niemniej Ich skutecznos¢ na przyklad w zadaniu 9. (dowéd geometryczny)
jest imponujaca i siega 6 punktéw procentowych.

I jeszcze jedna ilustracja (Diagram 16.) wskaznikéw latwosci zadan z tego arkusza. Tym ra-
zem poréwnanie tych wskaznikéw w poszczegdlnych trzech typach szkol. Nietrudno zauwazyé,
ze maturzystom z LO latwiej przychodzilo rozwiazywac wszystkie zadania z tego arkusza. Rozni-
ce w skutecznosci miedzy nimi i maturzystami z liceéw profilowanych oraz technikéw czterolet-
nich siegaja wigcej niz 30 punktéw procentowych w pigciu sposrod szesciu poczatkowych zadan
z tego arkusza: 1., 2., 4., 5. oraz 6. Co ciekawe, najmniejsza z tych réznic dotyczy zadania 10. (ra-
chunek prawdopodobienistwa) — okazalo sig, ze trudne do wymyslenia dla kazdego maturzysty na
egzaminie s3 strategie rozwiazania problemu kombinatorycznego.

Wskazniki latwosci zadan warto zawsze skonfrontowac z wynikami badania frakcji opusz-
czen poszczegolnych zadan w tym arkuszu (Tabela 9.).

Dane powyzsze pokazuja, ze problematyka zadan nie byla obca maturzystom. Najwyzsza
wielko$¢ opuszezen, 10% w zadaniu 8., mogta by¢ spowodowana zlaczeniem w jednym zadaniu
dwoch umiejetnosci: przeprowadzenia dowodu oraz wykorzystania pewnych wlasnosci wykresu

(do$¢ chyba rzadko rozwazanej na lekcjach) funkcji potggowej o réwnaniu Yy =— .
X

Warto dolaczy¢ do dwoch powyzszych zestawien jeszcze rozklad poszczegoélnych punktéw

uzyskiwanych przez zdajacych we wszystkich zadaniach (Tabela 10.) z arkusza. Y.acznie jest to
w miare pelny zbiér danych pozwalajacych wnioskowaé o klopotach zdajacych. Nie wolno za-



Matematyka 65

pomina¢ o schemacie (nieczynnosciowym, holistycznym) oceniania zadan z tego arkusza (jest
dostepny na stronie CKE, www.cke.edu.pl), szczegdlnie w trakcie analizowania kolejnych etapow

rozwigzania kazdego zadania otwartego.

Matematyka 2010 - poziom rozszerzony
Wskazniki tatwo s$ci zada n wedtug typoéw szkot
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Diagram 16. Poziom rozszerzony — wskazniki tatwosci zadan w poszczegélnych typach szkél

Tabela 9. Poziom rozszerzony — frakcje opuszczen zadan

Numer zadania w arkuszu

1 2 3 4 5 6 7. 8 9 10. 11.

Opuszczenia 09% | 55% | 08% | 1,5% |12% |32% |0,7% |10% | 61% | 6% | 3,5%

Tabela 10. Poziom rozszerzony — rozklad punktéw uzyskiwanych w poszczegélnych zadaniach

Uzyskane Numer zadania w arkuszu
punkty 1. 2. 3. 4, 5. 6. 7. 8. 9, 10. 11.
Opkt | 28,5% | 19,1% | 653% | 6,9% | 6,6% | 26,3% | 33,5% | 662% | 19,4% | 23,3% | 53,8%
1 pkt 6,7% | 4,8% 3% | 29,6% | 10,0% | 15% | 14,3% | 6,2% | 30% | 62,7% | 18,4%
2pkt | 225% | 10,3% | 3,9% | 24% | 8,6% | 6,1% | 225% | 3,4% | 88% | 45% | 159%
3 pkt 129% | 222% | 73% | 11.9% | 3,6% | 62% | 42% | 109% | 12% | 21% | 4,5%
4pkt | 29,4% | 43,6% | 20,5% | 49,2% | 17,3% | 8,4% 2% | 33% | 29,8% | 7,5% | 4,1%
5 pkt 53,7% | 38% | 5,6% | 9,9% 3,4%
6 pkt 17,8%

Ponizej podano przykladows analiz¢ z udzialem powyzej przedstawionych danych w odnie-
sieniu zadania 1. Oto tre$¢ tego zadania:
Rozwiaz nieréwnos¢ [2x+4| +|x~1]<6.”

Z tabeli 10. odczytujemy, ze 28,5% zdajacych otrzymalo 0 punktéw za swoje rozwiazanie.
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Z tabeli 9. dowiadujemy sig, ze 0,9% wszystkich zdajacych opuscito to zadanie — egzamina-
torzy oczywiscie przyznali im 0 punktéw.
Oznacza to, ze 27,6% zdajacych nie potrafilo w tym zadaniu uzyska¢ 1 punktu. Schemat

oceniania nazywa ten pierwszy punkt jako dokonanie istotnego postepu, a bylo nim:
albo

wyrdznienie na osi liczbowej przedzialéw (—00, —2) , <—2, 1) , <l, 00)
albo

2X+4=20 |2x+4=20 |2x+4<0 |2x+4<0
x-1=0 Xx-1<0 x-1=0 Xx-1<0

zapisanie czterech przypadkow: {

Zatem, co trzeci zdajacy naprawde nie potrafi poprawnie rozpoczaé rozwigzywania tego ty-
powego dos¢ zadania. Jak radzi sobie pozostate 72,5% zdajacych w tym zadaniu? 6,7% wszyst-
kich zdajacych dokonalo istotnego postepu w tym zadaniu, czyli wyréznilo na osi liczbowej trzy
przedzialy lub zapisalo cztery przypadki i na tym zakonczylo swoje rozwiazanie lub popetnito
w dalszej cze$ci rozwigzania bledy. Oznacza to takze, iz znaczna czg$¢ zdajacych
(64,8%=22,5%+12,9%+29,4%), w rozwigzaniach ktérych byl istotny postep wiedziata, co nalezy
dalej zrobi¢. 22,5% zdajacych otrzymalo za rozwiazanie 2 punkty, czyli pokonalo zasadnicze
trudnosci tego zadania, ktére w schemacie zostaly opisane jako ,,zapisanie nieréwnosci w po-
szczegolnych przedziatach, np.

L xO(-»,-2), -2x-4-x+1<6
IL xO0(-21),  2x+4-x+1<6
L xO0(Lw),  2x+4+x-1<6

Niemal co trzeci zdajacy (29,4%) zaprezentowal rozwiazanie pelne, czyli poprawnie 1 do
konca rozwiazal to zadanie. T¢ grupe zdajacych mozna uzupetni¢ o 12,9% tych maturzystow,
ktérzy rozwigzali zadanie do konca lecz z usterkami, ktére jednak nie przekreslaja po-
prawnosci rozwigzania, to znaczy w trakcie rozwigzywania poszczegélnych nieréwnosci popel-
nili drobne bledy rachunkowe lub bledy spowodowane nieuwaga przy przepisywaniu.

Teraz wypada zacheci¢ i1 poprosi¢ Panistwa o przeprowadzenie analizy podobnej do powyz-
szej w odniesieniu do pozostalych dziesigciu zadan z arkusza.

4. Oczywista oczywisto$c¢, czyli o dowodzeniu na obowigzkowej maturze z matematyki

28 sierpnia 2010 roku mijaja 3 lata od dnia, w ktérym Minister Edukacji Narodowej, pan Ry-
szard Legutko podpisal rozporzadzenie w sprawie standardéw wymagan egzaminacyjnych beda-
cych podstawa przeprowadzania sprawdzianéw i egzaminéw (Dz. U. z 2007 r., Nr 157, poz.
1102), w ktérym znalazl si¢ opis nowej struktury standardéw z matematyki.

Jaki byt cel zmiany struktury standardéw? Z pewnoscia chodzilo o wyrédznienie waznych dla
matematyki umiejetnosci. Jezeli przypomnimy poprzedni uktad standardow:

standard 1. wiadomosci 1 rozumienie,

standard II. korzystanie z informacji,
standard III. tworzenie informacji,
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to oczywiscie opisuja one ogdlne umiejetnosci, ktoére w szczegoélnosci moga ukierunkowac prace
nauczycieli w szkole. Ten opis z racji swej ogoélnosci nadaje si¢ do wigkszosci przedmiotow
szkolnych, ktore koniczg si¢ egzaminem na maturze.

Matematykom taki opis nie wystarczal. Zespot pod kierunkiem prof. Zbigniewa Marciniaka
postawil sobie zadanie opisania struktury czy tez hierarchii ogélnych umiejetnosci matematycz-
nych, rzeczywiscie ksztalconych w polskich szkotach ponadgimnazjalnych, ktérych poziom opa-
nowania méglby zosta¢ sprawdzony na egzaminie maturalnym z matematyki. Efektem prac ze-
spolu jest wspominane wyzej rozporzadzenie. Znajdujemy tam hierarchi¢ pieciu standardow wy-
magan egzaminacyjnych.

Zdajacy posiada umiejetnosci w zakresie:

| POZIOM PODSTAWOWY | POZIOM ROZSZERZONY

1. wykorzystania 1 tworzenia informacji

interpretuje tekst matematyczny i formutuje uzyskane
wyniki

uzywa jezyka matematycznego do opisu rozumowa-
nia i uzyskanych wynikow

2. wykorzystania i interpretowania reprezentacji

uzywa prostych, dobrze znanych obiektéw matema-
tycznych

rozumie i interpretuje pojecia matematyczne i operu-
je obiektami matematycznymi

3. modelowania matematycznego

buduje model matematyczny danej sytuacj,

dobiera model matematyczny do prostej sytuacji . . o D
uwzgledniajac ograniczenia i zastrzezenia

4. uzycia i tworzenia strategii

stosuje strategie, ktora jasno wynika z tresci zadania tworzy strategi¢ rozwiazania problemu

5. rozumowania i argumentacji

prowadzi proste rozumowanie, sktadajace si¢ z nie-
wielkiej liczby krokow

tworzy taficuch argumentéw i uzasadnia jego po-
prawnos$¢

Uwage zwraca zapis ,,zdajacy posiada umiejetnosdci w zakresie:”. Jest to forma zobowiazania,
ktére przyjmuje na siebie szkola koniczaca si¢ matura, wyposazenia kazdego ucznia w opisane
ogolne umiejetnosci matematyczne. W dalszej czesci rozporzadzenie zawiera znakomity zabieg w
postaci zwrotu: ,,zdajacy demonstruje poziom opanowania powyzszych umiejetnosci, rozwiazujac
zadania, w ktérych:” po czym nastgpuje lista wszystkich hasel podstawy programowej matematy-
ki, ujetych w forme konkretnych operacji matematycznych. Tak oto bazg tresciowa dla umiejet-
nosci ogélnych, nazwanych standardami, stata si¢ aktualnie obowigzujaca podstawa programowa
matematyki.

Na zakoficzenie tego wstepu warto przypomnieé, ze kierownictwo Ministerstwa od trzech lat
niezmiennie powtarza, ze na obowiazkowym egzaminie maturalnym z matematyki, takze na po-
ziomie podstawowym, bedzie sprawdzany poziom opanowania wszystkich umiejetnosci opisa-
nych w standardach, w szczegélnosci trzech najwyzszych standardow, tzn. modelowania, strategii
oraz rozumowania. Zas Centralna Komisja Egzaminacyjna, zgodnie ze swoimi statutowymi zada-
niami, opublikowala Informator o egzaminie maturalnym 3 matematyki od 2010 roku, w ktérym zamiesz-
czono miedzy innymi przykladowe arkusze egzaminacyjne, ilustrujace wymagania egzaminacyjne
opisane w Informatorze.

W ponizszym tekscie zaprezentowano zadania z arkuszy egzaminacyjnych z matematyki ilu-
strujace standard V — rozumowania i argumentacji. Nie tylko same zadania, ale 1 wnioski z analizy
wynikow tych zadan, po kryterialnej ocenie rozwigzan tych zadan dokonanej przez egzaminato-
réw. Dlaczego dokonano takiego wyboru? Dlatego ze sa to najtrudniejsze umiejetnosci matema-
tyczne, dlatego ze do tej pory pojawianie si¢ wiecej niz jednego zadania na dowodzenie w arkuszu



68 Egzamin maturalny 2010 na Dolnym Slaskn i Opolszezyznie

nie bylo regula, szczegélnie zas§ w arkuszu dla poziomu podstawowego. Zewnetrzny egzamin daje
za$ szans¢ ogladu, jak dziewietnastoletni kandydat do podjecia studiéw wyzszych radzi sobie z
kompletowaniem argumentéow do udowodnienia tezy sformulowanej w tresci zadania.

I jeszcze jeden powdd. Przed obowiazkowsa matura z matematyki, w Internecie pojawito si¢
wiele witryn pos$wigconych matematyce szkolnej, wiele foréw, na ktérych uczniowie wspolnie
uczq sig, opisuja pomysty na rozwiazania zadan. Na jednym z takich foréw mozna znalez¢ naste-

pujacy wpis:

,Udowodnij, ze jezeli q nie jest kwadratem liczby naturalnej, to \/a jest liczbg niewymierna
(QONY”.

Kompletnie nie wiem, jak to napisa¢, tak matematycznie, bo taka rzecz jest oczywista. Jak
udowodni¢ taka oczywisto$¢ ?

Wyglada na to, ze uczen jest zaskoczony zadaniem domowym, ktére otrzymal. Pewnie tez
zobaczyl na kilku przyktadach, czego twierdzenie dotyczy, by¢ moze nawet w zeszycie znalazl
dowdd niewymiernosci liczby J2 (czy moze \/5) 1 jest w klopocie, bo teraz nalezatoby uogélni¢
pewne spostrzezenia. Musi pokazad, ze to zdanie jest prawdziwe dla nieskoniczenie wielu obiek-
tow. Pewnie w duchu zadaje sobie pytanie: tylko po co, skoro to wida¢, skoro to jest oczywiste?
Nie dos$¢ tego, argumenty w dowodzie trzeba jeszcze spisac i ustawic tak, aby kazdy krok dowodu
wynikal jasno z poprzednich (albo byl aksjomatem!).

W nauczaniu matematyki moze by¢ wiele takich sytuacji, w ktérych naturalne jest zadawanie
pytan w rodzaju: a dlaczego sadzisz, ze tak jest? jak myslisz, czy zawsze to jest prawda? jak powi-
nien wyglada¢ zapis naszych racji, aby kto$ inny mégl oceni¢ ich poprawnosé? Nauczyciel nie
musi wtedy zadawac¢ sobie pytania: czy moi uczniowie juz odczuwajq potrzebe dowodu?

Jesienig 2009 roku, w rozmowach z nauczycielami na konferencjach, w korespondenciji co-
dziennej z egzaminatorami dawalo si¢ odczu¢ napigcie, z jakim wyczekiwano na arkusz egzami-
nacyjny przygotowywany przez CKE na probny egzamin maturalny z matematyki. Miata to by¢
(i byta) proba generalna, pierwszego po 27 latach, obowigzkowego egzaminu maturalnego z ma-
tematyki. W tym arkuszu, wéréd 34 zadan, zgodnie z zapowiedziami, byly dwa zadania sprawdza-
jace umiejetnosdci prowadzenia rozumowan 1 argumentacji — jeden dowod algebraiczny 1 jeden
dowdd geometryczny. Tresci tych zadan sa nastgpujace:

Zadanie 30. (2 pkr)

. (m+]l m+3 m+9) .
Wykaz, ze dla kazdego m ciag [ 176 12 jest arytmetyczny.
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Zadanie 31. (2 pkr)
Trojkaty ABC 1 CDE sa rownoboczne. Punkty 4, C 1 E leza na jedne) prostej. Punkty K, L 1 M
sq srodkami odcinkow 4C, CE 1 BD (zobacz rysunek). Wykaz, ze punkty K. L 1 M
sa wierzcholkami trojkata rownobocznego.

D

M

K C L

Jakie byly wyniki zdajacych? Odpowiedz jest krotka: zte.

Po pierwsze dlatego, ze skuteczno§é maturzystow w uzyskiwaniu punktéw za te zadania,
mierzona wskaznikiem fatwosci, byla bardzo niska 1 wynosita 0,22 w zadaniu 30. 1 0,01 () w za-
daniu 31.

Po drugie dlatego, ze odpowiednio 36% i 43% maturzystow w ogodle nie podjeto préby roz-
wigzania zadania 30. 1 31.

Po trzecie dlatego, ze w rozwigzaniach zdajacych, zauwazono, oprocz zwyklych lapsuséw je-
zykowych, przytrafiajacych si¢ kazdemu przy pisaniu tekstow, wiele fauli, ktére popelnili w swo-
ich ,,dowodach”.

Faule zdajacych byly widoczne szczegélnie w rozwiazaniach zadania 31. Na przyklad wtedy,
gdy zdajacy zapisywal bez proby uzasadnienia, ze trojkat KLM  jest réwnoramienny (zakladal po
prostu, ze spodek wysokosci poprowadzonej z wierzchotka M dzieli podstawe KL na potowy).
Albo wtedy, gdy zdajacy rozpoczynal rozwiagzanie od wyboru $rodka S odcinka BC, a naste¢pnie
bez dowodu, korzystal z tego, ze punkty K, S i M sg wspotliniowe. Zdajacy faulowali réwniez
wtedy, gdy zakladali (bez Zadnej proby uzasadnienia), ze dlugos¢ sumy dwoch wektoréw jest
sumg dlugosci tych wektoréw — brakowalo odwolania si¢ do réwnoleglosci wektoréw oraz
zgodnosci ich zwrotu. I wreszcie najwigksze odkrycie podczas tamtej proby — ,,kazdy czworokat
wypukly jest trapezem” (I). Najczesciej bowiem popelnianym w tym zadaniu bledem byto nie-
prawidlowe uzycie twierdzenia odwrotnego do twierdzenia Talesa. Zdajacy zaczynali od razu od
stwierdzenia, ze skoro punkty M i K sa srodkami bokéw BD i AC, to odcinek MK jest réw-
nolegly do bokéw AB i CD.

W schemacie oceniania tego zadania opisano 4 sposoby jego rozwiazania. Konstrukcja
schematu tylko w jednym przypadku pozwalala na przyznanie 1 punktu z 2 mozliwych w tym
zadaniu — wtedy, gdy podany w tresci zadania rysunek zdajacy umiesci w ukladzie wspélrzednych
1 opisze wspolrzedne wierzchotkéw K, L, M w zaleznosci od dlugosci bokow tréjkatéw ABC
1 CDE i na tym poprzestanie lub dalej popeini bledy. W odniesieniu do pozostalych trzech spo-
sobow rozwiazania tego zadania zostala podjeta decyzja o tym, aby punktowac zadanie 31. na
zasadzie ,,wszystko albo nic”, 2 punkty albo 0 punktéw. Innymi stowy, dowdéd w matematyce
musi by¢ ,,nieprzemakalny” — w przeciwnym wypadku przestaje by¢ dowodem. Nie mozna trak-
towac falszu w dowodzie podobnie jak bledu rachunkowego, czy nawet merytorycznego w in-
nym typie zadania.
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Kazde z zadan na dowodzenie byto wycenione na dwa punkty, za$ ich funkcja od poczatku
byla dos¢ jasna — powinny réznicowac calg populacje zdajacych. Miedzy innymi dlatego zrezy-
gnowano z dowodéw punktowanych wysoko (dowdd geometryczny w przykladowym arkuszu
zamieszczonym w Informatorge byt jeszcze punktowany w skali 0-5), bo wiecej punktow grozito
zdajacym wickszg strata. Efekt zréznicowania wynikéw 1 tak byl znakomicie widoczny. Wykres,
ktéry ilustruje rozklad wynikéw surowych w catym kraju (zob. ponizej wykres pobrany ze strony
www.cke.edu.pl) jest bardzo czytelny z prawej strony osi Ox (zob. ,,;skok” dla x = 49). Mozna
nawet zaryzykowac twierdzenie, ze uzyskanie przez zdajacego 49 lub 50 punktéw na tym egzami-
nie zalezalo wprost od oceny uzyskanej za rozwiazanie zadania 31.

00% e ———————————— 7T T T T T T T T T T T T
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22 24 26 28 30 32 34 36 38 40 42 44 46 48 50

I jeszcze kilka stéw o bledach popetnionych przez zdajacych w zadaniu 30. Kontekst zadania
byl jasny i oswojony, mimo polecenia ,,wykaz, ze”, wiec pewnie dlatego zdajacy chetniej podej-
mowali proby jego rozwiazania. I okazywalo si¢ niestety, Ze najczestszym bledem byto spraw-
dzanie warunkow zadania dla kilku wybranych wartosci 7 i na podstawie tych obliczen formulo-
wanie wniosku, ze dany ciag jest arytmetyczny. Nierzadkie byly rowniez préby przeprowadzenia
»dowodu indukcyjnego”. Te dwa typy bledéw dotyczyly samego ,,ataku” zadania. Natomiast, co
do jakosci narzedzi dowodu, to okazalo sig, ze nawet znajomo$¢ poprawnej metody dowodu nie

bl

gwarantowala sukcesu — niektérzy zdajacy ,,polegli” w wyniku bledéw rachunkowych; koniec
koncow musieli przebrnaé przez dzialania na ulamkach zwyklych (1). O czytaniu ze zrozumie-
niem jest glo$no nie tylko na matematyce, wigc i tu nalezy odnotowac ten typ bledu — czeé¢ zda-
jacych ,,dowodzila”, ze podany ciag jest geometryczny. I ostatni typ bledu, o ktérym koniecznie
trzeba wspomnie¢. Niektorzy zdajacy otrzymywali tozsamos$¢ bezwarunkowa i nie potrafili jej
poprawnie zinterpretowac. Inni zas popelniali w dowodzie bledy rachunkowe i po otrzymaniu
jawnej sprzecznosci zamiast wroci¢ i odnalezé blad, zapisywali wniosek, ze ,,podany ciag nie jest
arytmetyczny’ (sicl).

Po listopadowym prébnym egzaminie maturalnym Centralna i okregowe komisje egzamina-
cyjne zrobily wiele, aby upowszechni¢ wyniki egzaminu i rozmaite analizy tych wynikéw. OKE
we Wroclawiu, na przyklad, byla organizatorem dwoéch konferencji dla nauczycieli matematyki
(11 stycznia 2010 r. we Wroctawiu 1 12 stycznia 2010 r. w Opolu), ktérych gosciem specjalnym
byl prof. Wojciech Guzicki z Uniwersytetu Warszawskiego, pomystodawca nieczynnosciowego
(holistycznego) schematu oceniania zadan otwartych. Okoto 250 uczestnikéw obu konferencji
mialo okazje¢ wystucha¢ bardzo interesujacego trzygodzinnego wykladu Profesora, miedzy inny-
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mi, na temat maturalnych zadan sprawdzajacych umiejetnosé dowodzenia. Z pewnymi nadziejami
system egzaminacyjny przygotowywal si¢ zatem do majowego egzaminu.

W dniu 5 maja 2010 r., wéréd 34 zadan w arkuszu egzaminacyjnym dla poziomu podstawo-
wego, znalazly si¢, podobnie jak na prébie, dwa zadania na dowodzenie — jeden dowdd geome-
tryczny (zadanie 28.) oraz jeden dowdd algebraiczny (zadanie 30.) Jakie byly wyniki zdajacy
w tych dwoch zadaniach?

wskaznik latwosci: zadanie 28. 0,07, zadanie 30. 0,16,

opuszczenia: zadanie 28. 31% , zadanie 30. 20,2%,

rozklad uzyskiwanych punktow:

Kolejne punkty uzy- | Numer zadania w arkuszu
skane w zadaniu 8. 30.

0 pkt 89,4% 77,7%

1 pkt 6,4% 13,3%

2 pkt 4.2% 9%

Pierwsze refleksje 1 poréwnania do listopadowej probnej matury sa nastepujace:

- zdajacy wykazali si¢ wigksza skutecznoscia (o 6 punktéw procentowych) przy dowo-
dzie geometrycznym oraz nizsza (takze o 6 punktéw procentowych) przy dowodzie
algebraicznym.

- mniejsze sa frakcje opuszczen w obu zadaniach: o 12 punktéw procentowych przy
dowodzie geometrycznym oraz o 15,8 punktu procentowego przy dowodzie algebra-
icznym.

Ponadto, komplet punktéw w obu zadaniach uzyskato 896 zdajacych (2,8% wszystkich zda-
jacych w naszym okregu) uzyskalo. Pora na bardziej szczegdtowq analiz¢ wynikow kazdego zada-
nia.

Zadanie 28.
Treéc¢ tego zadania, dla przypomnienia.

Zadanie 28. (2 pkr)
Tréjkaty prostokatne réownoramienne 4BC 1 CDE sa polozone tak, jak na ponizszym rysunku
{w obu trojkatach kat przy wierzcholku C jest prosty). Wykaz, ze [4]7[ = ]BE ]
C
E

D

Jaki byt cel tego zadania?

Przede wszystkim sprawdzenie, czy maturzysci potrafia skorzysta¢ z przystawania trojkatow
ACD i BCE (cecha bok-kat-bok) do uzasadnienia réwnosci odcinkéw AD i BE.

Czego zatem oczekiwano od maturzystow?
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Po pierwsze, ze wskaza obydwa przystajace tréjkaty.

Po drugie, ze uzasadnig to przystawanie, powolujac si¢ na cech¢ bok-kat-bok co oznaczalo,
ze wykaza réwnos¢: |<JZACD| = |<JZBCE| .

Po trzecie za$, ze wyprowadza (i zapisza) wniosek koficowy z przystawania tréjkatéw ACD
i BCE o réwnosci bokéw AD i BE.

Schemat oceniania tego zadania byl tym razem bardziej liberalny niz podczas probnej matu-
ry, poniewaz dopuszczal przyznanie 1 punktu tym zdajacym, ktérzy tylko wskaza 1 zapisza, ktore
trojkaty sa przystajace. Takich zdajacych bylo 6,4%. Niektorzy z nich zdobywali ten jeden punkt
stosujac nawet (!) twierdzenie cosinuséw do tréjkatéw ACDi BCE.

Zdecydowana wigkszo$¢ zdajacych (89,4%) otrzymata 0 punktéw za swoje rozwigzanie, skad
po uwzglednieniu frakcji opuszczen, pozostaje nam 58,4% zdajacych, ktérzy rozpoczeli rozwia-
zywanie tego zadania 1 nie potrafili zdoby¢ nawet 1 punktu. Jakie bledy zostaly popelnione?
Przede wszystkim nazbyt czesto obserwowalismy ,,argumenty sitowe”, czyli zapisy typu ,,odcinki
AD i BE musza by¢ réwne”, bo, i tutaj byl zapisywany jakis fakt, na przyktad ,,bo oba tréjkaty
maja wspolny wierzchotek C” — o ktorych tréjkatach mysleli, tego juz zdajacy niestety nie pisali.
Inny typ bledu powodujacy wyzerowanie punktacji polegal na wykorzystaniu cechy b-b-b przy-
CD|

, to z tego wynika, na mocy cechy przystawania trojkatow ,,bok-bok-bok”, ze

stawania trojkatow, cyt. ,,skoro te trojkaty maja 2 pary takich samych bokow |CE| =
i |AC|=|BC
|AD| = | BE| — trzecia para bokéw takze jest réwnej dlugosci”. O ,,dowodach przez oglad” — typu:

»to wida¢ z rysunku” wspomnimy tylko, ze byly takie. Martwi¢ powinny tez rozwiazania, w kto-
rych zdajacy laczyli punkt Az punktem D i zapisywali, Zze trzy punkty: A, D oraz E leza na
jednej linii prostej. PoloniSci nazywaja takie rozwigzania ,,rozwigzaniami zawierajacymi kardynal-
ny biad”. Byla jeszcze catkiem spora grupa zdajacych, ktorzy nie uzasadniwszy réwnosci katow
ACD i BCE obracali tréjkat CDE dokola punktu C tak, ze tréjkaty ABC i CDE byty jedno-
kladne — otrzymywali w ten sposéb prezent w postaci trapezu réwnoramiennego ABED — ko-
niec (?) dowodu.

Tak wiec grzechem gléwnym zdajacych stala si¢ nieznajomo$¢ narzedzi dowodu geome-
trycznego — w tym wypadku cech przystawania tréjkatow. Zreszta samo pojecie przystawania
bylo do$¢ czesto mylone z podobienstwem trojkatow — nawet w rozwiazaniach, ktére zostaly
wypunktowane na maksymalng liczbe punktéw. Uznawano bowiem za lapsus jezykowy sytuacie,
w ktérej maturzysta poprawnie stosowal ceche przystawania bok-kat-bok i wyprowadzal z niej
poprawne wnioski, mimo ze nazwal przystawanie podobienstwem.

Z przyjemnoscia odnotowano 4,2% rozwiazan zadania 28., w ktérych egzaminatorzy przy-
znali 2 punkty zdajacym — byly to rozwiazania eleganckie, krotkie, byly tez i porzadnie przepra-
cowane — ich autorzy starali si¢ w kazdym elemencie dowodu postawi¢ przystowiows ,kropke
nad 1”. Ci zdajacy doskonali zrozumieli, czym jest dowod matematyczny — na maturze, pewnie juz
kolejny raz, pokazali, Ze swoje rozmyslania geometryczne potrafia zapisa¢ w formie ciagu argu-
mentow, celnych 1 w logicznie wlasciwej kolejnosci. Oto dwa przykladowe skany takich rozwia-
zaf.
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Zadanie 28. (2 pkt)
Trojkaty prostokatne rownoramienne ABC i CDE sg potozone tak, jak na ponizszym rysunku
(w obu tréjkatach kat przy wierzchotku C jest prosty). Wykaz, ze tAD; x§BE‘\‘

C
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Zadanie 28. (2 pkt)
Tréjkaty prostokatne réwnoramienne 48C 1 CDE sa polozone tak, jak na ponizszym rysunku
{(w obu w¢; wuacl1 I\al przy wi s_rnhclku C ltbt prost}) V\\an/ ze | AD BL}
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Na zakoficzenie akapitu poswigconego zadaniu 28. warto byloby zilustrowac na wykresie, ja-
kie wyniki na egzaminie z matematyki osiagneli zdajacy, ktérzy w tym zadaniu otrzymywali albo 0,
albo 1, albo 2 punkty. Sa tutaj do§¢ wyrazne zaleznosci.

Zdajacy, ktéoremu w zadaniu 28. przyznano 2 punkty, na pewno uzyskiwal wynik egzaminu
réwny co najmniej 21 punktéw z arkusza egzaminacyjnego. W dodatku, byl tylko jeden zdajacy
z takim wynikiem. Pozostali osiagneli wynik co najmniej 28 punktéw. Najliczniejsza (390 os6b)
jest grupa zdajacych, ktorzy uzyskali maksymalny wyniki na egzaminie.

Wyniki egzaminu z matematyki a niektore wyniki uzys  kane w zadaniu 28.
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Z punktu widzenia holistycznego (nieczynnosciowego) schematu oceniania, wazna jest ob-
serwacja grupy zdajacych, ktorzy w tym zadaniu otrzymali 1 punkt. Ci zdajacy wiedzieli na czym
polega sedno rozwiazania — pokonali przeciez zasadnicze trudnosci zadania, ale nie potrafili po-
prawnie dokonczy¢ rozwiazania. Okazuje sig, ze sposrod takich zdajacych tylko 4 osoby nie zdaty
egzaminu. Ponadto, facznie prawie 4,5% zdajacych, ktérzy uzyskali 1 punkt w zadaniu 28. osia-
gnelo na egzaminie od 40 do 49 punktow.

Zadanie 30.
Najpierw tre$¢ tego zadania.

Zadanie 30. (2 pkt)
a’+1 > a+1 -
a+1 2

Wvkaz, ze jesli a >0, to

Jaki byt cel tego zadania?

Oczywiscie sprawdzenie, czy maturzysci potrafia przeprowadzi¢ niezbyt trudny dowod nie-
réwnosci algebraicznej. Maturzysci z naszego okregu stosowali az trzy rodzaje dowodu: redukcyj-
ny, dedukeyjny oraz dowdd niewprost. Tylko co si6dmy maturzysta rozwiazujacy zadania z arku-
sza dla poziomu podstawowego wybral takze poziom rozszerzony. Jednakze bardzo cieszy, ze
nauczyciele matematyki znaleZli czas na pokazanie trzech waznych metod dowodzenia twierdzen.

Najczesciej stosowanym dowodem byt dowdd redukceyjny, ktéry polegal na réwnowaznym
przeksztatcaniu tezy i doprowadzeniu do nieréwnosci prawdziwej. Ponizej przyklad zeskanowa-
nego rozwigzania tym sposobem.

a‘+12a+1.

a+1 2

Wykaz, ze jesli a> 0, to
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Uwage zwraca skrupulatno$¢ zdajacego. Zakres zmiennej zostal przez autoréw zadania do-
brany tak, aby nie zmusza¢ zdajacych do wprowadzania dodatkowego zalozenia, a mimo to przy
mnozeniu obu stron nieréwnosci 1 tak zostalo zapisane ,,wytlumaczenie” dlaczego znak nieréw-
nosci nie musi by¢ zmieniony. Kazdy krok tego dowodu jest przemyslany, nie ma tutaj zbednego
zapisu.

Inny przyklad tego samego rodzaju dowodu ilustruje ponizszy skan. Zdajacy poszed! nieco
inng droga — zamiast mnozy¢ obie strony nieréwnosci przez iloczyn mianownikéw obu ulamkow
postanowil odja¢ oba utamki 1 wnioskowac o znaku tego ulamka na podstawie analizy znakéow
licznika i mianownika.
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9%, czyli prawie 3 000 maturzystow w naszym okregu, otrzymalo obydwa punkty za to za-
danie. Wsrdd nich zdecydowana wigkszo$¢ rozwigzywala tym wiasnie sposobem. Wydaje si¢ on
bowiem niezwykle naturalny — znajomosc tezy wrecz prowokuje do rozmaitych jej przeksztatcen.

Dlaczego zatem tylko 9% maturzystow doprowadza swoje rozwigzania do konca?

Pocieszajace oraz warte podkredlenia jest to, ze znacznie wigcej oséb mialo szanse na oba
punkty. Z tabeli ilustrujacej rozklad punktéw uzyskiwanych w tym zadaniu wiemy, ze 13,3% zda-
jacych otrzymala za swoje rozwiazanie 1 punkt — co oznacza, ze doprowadzili rozwiazanie do

a’-2a+1

2(a+1)

dokoniczenie rozumowania lub tez w dalszej czesci wystapily bledy we wnioskowaniu.

waznego momentu (np. do postaci @’ -2a+120 lub > 0) i zabraklo pomystu na

Trudniejszg droge wybrali zdajacy, ktorzy podijeli decyzje o przeprowadzeniu dowodu de-
dukcyjnego. Dowdd taki polegal na przeksztalcaniu oczywistej nieréwnosci do postaci tezy
twierdzenia. Ponizej skan z przykltadem takiego dowodu.
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Zadanie 30. (2 pky)

at+1_a+l

Wrykaz, ze jesli a> 0, to

a+1 2
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Mimo ze nieréwno$¢ nie nalezy do najtrudniejszych do udowodnienia, to z pewnoscia zdaja-
cemu nalezy si¢ szacunek za umiejetnos$¢ zaprezentowania w calosci poprawnego dowodu 1 to
w warunkach egzaminacyjnego stresu.

I najrzadziej obserwowany typ dowodu — niewprost. Zdajacy przypuszczali falszywosc
twierdzenia i dowodzili, Ze takie zalozenie prowadzi do sprzecznosci. Oto skan takiego rozwiaza-
nia. Znajomos$¢ mechanizmu tego dowodu jest oczywiscie $cisle zwiazana z rozumieniem wia-
snosci implikacji. Zapewne ten zdajacy o godzinie 14.00, w dniu 5 maja, zmierzyl si¢ réwniez
z zadaniami z poziomu rozszerzonego.

. » oy a+1_a+l
Wykaz, ze jesli >0, to ] z =
a+ 2
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Jak zatem skomentowac 77,7% zer w zadaniu 30.?

7. pewnoscia nalezy zauwazy¢, ze 20,2% zdajacych opuscilo to zadanie. Pozostaje zatem
57,5% zdajacych, ktérzy rozpoczynali swoje rozwiazania i nie zdolali uzyska¢ nawet 1 punktu.
Wsréd nich byli tacy, ktérzy mieli ,klopoty z narzedziami” — popetlniali bledy rachunkowe
w poczatkowych przeksztalceniach (przy mnozeniu obu stron nieréwnosci albo przy odejmowa-
niu utamkéw) 1 czesto nie mieli szansy uzyska¢ dogodnej do wnioskowania postaci nieréwnosci.
Czasu na egzaminie nigdy nie jest za duzo, a i cierpliwosci do szukania wlasnych bledow wszyst-
kim czesto brakuje. Jednak naleza si¢ stowa pochwaly tym zdajacym za podjecie sensownej pro-
by.

Nalezy jednak wyraznie podkresli¢, Ze najwigcej zer w tym zadaniu zostalo przyznanych za
,-dowody naiwne” — podobnie jak w zadaniu 30. na prébnej maturze. Otéz, znaczna grupa zdaja-
cych przez dowdd rozumiala podstawienie do nieréwnosci w miejsce zmiennej @ jednej lub
dwéch konkretnych wartosci (dla prostoty obliczen bylo to oczywiscie a =1 lub a=2) skad po
wykonaniu stosownych obliczen okazywalo sig, co jasne, ze lewa strona jest wigksza lub rowna
od prawej. Stad juz krok do sformulowania wniosku o prawdziwosci tej nieréwnosci dla wszyst-
kich liczb dodatnich. Pytanie brzmi: czy majowy egzamin maturalny byt dla tych zdajacych pierw-
szg okazja do samodzielnego przeprowadzenia dowodu?

Wyniki egzaminu z matematyki a niektére wyniki uzys ~ kane w zadaniu 30.
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Wynik punktowy egzaminu

Na zakonczenie, na wykresie powyzej, zilustrowano zalezno$¢ wyniku egzaminu z matema-
tyki z wynikami uzyskanymi w zadaniu 30. Okazuje sig, ze jezeli zdajacy otrzymywal oba punkty
w zadaniu 30., to na pewno jego wynik egzaminu byl réwny co najmniej 20 punktéw (i byla tylko
1 taka osoba). Uwage zwracaja stosunkowo liczne (na przyklad w poréwnaniu do wynikéw
w zadaniu 28.) grupy zdajacych, ktérzy w zadaniu 30. uzyskali 2 punkty, za$ na egzaminie wyniki
rowne: 47, 48, 49 lub 50 punktow: takich zdajacych bylo, odpowiednio: 372, 402, 322 1 390.

Ponadto, sposréd zdajacych, ktorzy w zadaniu 30. uzyskali jeden punkt (czyli pokonali za-
sadnicze trudnosci tego zadania), 24 osoby nie zdaly egzaminu.
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Zamiast podsumowania

Po wielu latach matematyka powrdcila na mature jako obowiazkowy egzamin. Wielkim wy-
zwaniem dla nauczycieli matematyki jest dobre przygotowanie uczniéw do egzaminu na poziomie
podstawowym. Warto wyrazi¢ w tym miejscu nadzieje, ze w sercach i umystach nauczycieli znaj-
dzie si¢ miejsce na refleksje dotyczace wspierania uczniow w zglebianiu przez nich trudnych ope-
racji myslowych — prowadzenia rozumowan. W szczegolnos$ci, moze dojda Panstwo do wniosku,
ze warto wspolnie z uczniami na lekcji doktadnie przeanalizowac caly zapis poprawnego rozwia-
zania zadania ,,Udowodnij, ze w tréjkacie rownoramiennym katy przy podstawie sa rowne”. Na-
wet jezeli pierwsze spostrzezenia i uwagi uczniow beda dotyczyly ,,oczywistej oczywistosci” tego
twierdzenia.






